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Resumen.

Se demuestra que las energias en reposo observadas experimentalmente en particulas
que median en interacciones de nucleones pueden describirse directamente mediante una
modificaci6n de la conocida ecuaci6n de masa en reposo de de Broglie. Esta ultima se
modifica con el valor esperado de 1 / mer), donde mer) es la funci6n que defme el espacio con
simetria esferica mas general. De manera que las masas de las particulas se determinan por la
naturaleza del espacio mismo.
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3. Análisis numérico y gráficas.  

3.1 Algunos ejemplos con funciones de Bessel.   

En esta sección inspeccionamos aún más algunos detalles de la teoría m aplicada a partículas 

elementales. En el documento UFT 431 identificamos las funciones de Bessel como posibles 

soluciones para la ecuación de onda. Antes de comentar la ecuación de onda de la teoría m 

con más detalle en la siguiente sección, consideramos la adecuación de las funciones de 

Bessel en el contexto de la ecuación de onda.  

En la Fig. 1, la función de Bessel j1(x) se representa gráficamente como un ejemplo, junto 

con su derivada dj1(x)/dx y su integral � ��(x)dx. La diferenciación da una suma de otras 

funciones de Bessel, la integración conduce a una expresión con una serie hipergeométrica. 

Se observa que las tres expresiones dan origen a funciones que oscilan en forma similar con 

cierto corrimiento en las fases.  

Alternativamente, podemos considerar el primer parámetro a de la función de Bessel como 

variable, evaluando ja(x0), dja(x0)/da y � ��(x0)da para un valor fijo de x0 = 1. Los resultados 

correspondientes se representan gráficamente en la Fig. 2, indicando que un valor creciente 

de a conduce a funciones que caen asintóticamente a cero.  

Una función de onda debe de ser normalizable:   

 � �∗(r) ψ (r) �� dr = N                                                                                         (12) 

para la coordenada radial r con N < ∞. Este no es el caso para funciones de Bessel y para 

funciones de Bessel al cuadrado. Por lo tanto, debemos aumentarlas mediante una función 

que cae a cero con suficiente rapidez. Definimos 

 ψ(r) : = �	
�(r) exp (− 
	

�	
 )                                                                                  (13) 

que da N = 0.930 para r0 = 2. La función de onda debe de normalizarse con este factor: 

 ψ(r)            
�

√�
�(�) .                                                                     (14) 

Con esta función de onda normalizada podemos computar el valor esperado de la función m. 

Definimos m(r) como en documentos previos mediante 

 m(r) = 2 – exp (log (2) exp (− 
	

�	
 ) ).                                           (15) 

Entonces, el valor esperado es 

 � �∗(r) m(r) ψ (r) �� dr = 0.945.                                                                         (16) 

 



Como demostración, hemos representado gráficamente en la Fig. 3 la función de Bessel 

original para r0 = 2, la función de onda modificada (13) y el integrando de la integral esperada 

(16). Se observa claramente que las funciones modificadas caen a cero. El cálculo del valor 

esperado puede formularse en forma invariable a nivel escalar, es decir que utilizando el 

verdadero radio de la partícula en unidades de fm no genera modificaciones en el resultado. 

Las masas de partículas elementales se calcularán en un documento posterior.  

 

3.2 Algunos detalles de la ecuación de onda.  

La ecuación de onda se dedujo a partir de parámetros fundamentales de la teoría ECE en el 

documento UFT 51. El Lema de la teoría ECE, la Ec. (7.24) de UFT 51, se lee: 

       ��
� = R ��

�                                                                                                   (17) 

con la tétrada ��� y la curvatura escalar R. El Ansatz de Einstein (7.38/39) es 

 R = − k T                                                                                                                 (18) 

donde k es la constante de Einstein y T es el escalar de energía-momento. En física cuántica, 

debemos de sustituir esto por  
��

ħ
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lo cual conduce a la ecuación de Proca (7.18) para la masa del fotón mp: 

donde Aν son las componentes del potencial electromagnético. Alternativamente a la 

ecuación de Proca sigue la ecuación de Dirac (7.48) con espino-tensores ϕ: 

para la masa del electrón me. Utilizando sólo la parte espacial del operador de d’Alembert  

obtenemos 



para la función de onda ψ de una partícula con masa m. Los signos en la ecuación de onda – 

aunque constituyen en apariencia una diferencia menor – son muy importantes. Las 

soluciones de la ecuación diferencial (en una dimensión) 

son oscilatorias: 

mientras que las soluciones de 

son exponenciales: 

 
Obviamente, la Ec. (23) es del tipo (26) y posee soluciones exponenciales. Fijando la 

constante k2 = 0 da lugar a una función de onda y una densidad de carga exponencialmente 

decrecientes, lo cual resulta físicamente significativo. Para problemas esféricos, la ecuación 

diferencial radial correspondiente (con ∇2 esférica) no puede resolverse en forma analítica. 

Las soluciones son exponenciales, como arriba en el límite del campo lejano. Cuando la 

ecuación diferencial contiene un valor de κ dependiente del radio, como es el caso en la teoría 

m, ver la Ec. (6): 

Entonces la solución exponencial se ve aumentada por oscilaciones como en la Fig. 3. 3. 

 

3. Hacia una función radial para partículas elementales.  

La Ec. (28) es similar a la ecuación radial de Schrödinger con momento angular igual a cero. 

Es una ecuación de autovalor para la masa m con eigenfunciones ψ. Debiera de aplicarse el 



mismo método de solución que para la ecuación radial de Schrödinger. Resolvimos un 

problema similar en el documento UFT 260 para los así-llamados partones. En la ecuación 

de Schrödinger, el operador esférico ∇2 se simplifica mediante la sustitución de función 

La ecuación de Schrödinger se lee entonces como 

con el factor no-diferencial 

Podemos utilizar la misma sustitución (29) para la Ec. (28). Tenemos entonces 

con 

Notar que k2 (r) es negativa. Resolviendo la ecuación radial de Schrödinger tiene su truco, 

porque las condiciones de contorno no pueden establecerse definiendo ϕ y dϕ/dr en un punto. 

En vez, deben de darse dos valores de función de ϕ en dos puntos, de manera que la solución 

no diverja para mayores valores de r. La no-divergencia sólo aparece para valores discretos 

de E, los eigenvalores. Se utiliza comúnmente un esquema numérico especial para el 

procedimiento de solución, denominado como el método de Fox-Goodwin o de Numerov.  

Este método se ha aplicado en el documento UFT 260 para la resolución la ecuación radial 

para partones. El método aún debe de desarrollarse para las Ecs. (32/33). Presentamos sólo 

un ejemplo en donde se han dado los valores de ϕ y dϕ/dr en r = 0, de manera que pueda 

emplearse el método establecido de resolución de Runge-Kutta del paquete Maxima. En la 

Fig. 4, se representan gráficamente las funciones ϕ(r) y ψ(r) para ciertos parámetros. Se 

observa que la solución ψ se parece a una hipérbola, mientras que ϕ es casi lineal. No resulta 

claro si la aplicación del método de Numerov dará soluciones con sentido físico, porque el 

factor k2 (r) es puramente negativo. Estos complicados problemas numéricos deberán de 

resolverse en el futuro. 



 

        Figura 1: Ejemplo de la función de Bessel j1(x), su derivada e integral. 

 

 

 

                                  

     Figura 2: Ejemplo de función de Bessel ja(x0) para un valor fijo de x0, su derivada e 

integral. 

 

 



                                   

Figura 3: Función de Bessel, función de Bessel modificada e integrando esférico de la Ec. 

(16). 

 

                                    

Figura 4: Solución preliminar de las Ecs. (32/33), y de la función m(r). 
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